Wszystkie arkusze - MaturaPodKlucz.pl

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA

EGZAMIN MATURALNY
W ROKU SZKOLNYM 2016/2017

FORMULA OD 2015 i DO 2014
(,NOWA MATURA” i ,STARA MATURA”)

MATEMATYKA
POZIOM PODSTAWOWY

ZASADY OCENIANIA ROZWIAZAN ZADAN
ARKUSZ MMA-P1

SIERPIEN 2017



Wszystkie arkusze - MaturaPodKlucz.pl

Zadania zamknigete

Punkt przyznaje sie za wskazanie poprawnej odpowiedzi.

zad.

25

Odp.

Ogolne zasady oceniania zadan otwartych

Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spelniajgce warunki
zadania.

Zadanie 26. (0-2)
Rozwigz nieréwno$¢ 2x° +x—6<0.

Przykladowe rozwigzanie
Rozwigzanie nierownosci kwadratowej sktada si¢ z dwoch etapow.

Pierwszy etap rozwigzania polega na wyznaczeniu pierwiastkow tréjmianu kwadratowego

2x> +x-6.
Na przyktad obliczamy wyrdznik tego tréjmianu, a nast¢pnie stosujemy wzory na pierwiastki:
-1-7 -1+7 3
A=T,x=——=-2, x,= =—.
4 4 2

. . . . . . ’ . ’ ;. 2
Drugi etap rozwigzania polega na wyznaczeniu zbioru rozwigzan nieréwnosci 2x” +x—6<0

Podajemy zbidr rozwigzan nieréwnosci: —2_xS% lub <—2, %> lub xe <—2, %> , np.

odczytujac go ze szkicu wykresu funkcji f(x)=2x"+x-6.

-

><V

-2

Schemat punktowania

Z/dAJACY OLTZYINUJE .eceeevrrersurrcssrrcssarecsssresssssesssssesssssssssssosssssosssssosssssossssssssssssssssssssssssssssssssns 1p.

gdy:
e zrealizuje pierwszy etap rozwigzania i na tym zakonczy lub blednie zapisze zbidr
rozwigzan nierOwnosci, np.

o obliczy lub poda pierwiastki trojmianu kwadratowego x, =2, x, :% inatym

zakonczy lub btednie zapisze zbior rozwigzan nierdwnosci,
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o zaznaczy na wykresie miejsca zerowe funkcji f ()c)=2x2 +x—6 i na tym

zakonczy lub blednie zapisze zbidr rozwigzan nierownos$ci
albo
e realizujac pierwszy etap blednie wyznaczy pierwiastki (ale otrzyma dwa rozne
pierwiastki) ikonsekwentnie do tego rozwigze nier6wnos$¢, np. popeini blad
rachunkowy przy obliczaniu wyr6znika lub pierwiastkow tréjmianu kwadratowego
1 konsekwentnie do popetnionego btedu rozwigze nierdwnos¢.

Z.dAaJACY OLTZYIMUJE .ouuvveriersrnreccsssnsecssssssresssssssasssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssans 2p.
gdy:

e poda zbiér rozwigzan nierownosci: -2 < x S% lub <—2, %> lub xe <—2, 7>
albo

e poda zbiér rozwigzan nierownos$ci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedzialow

=y

O—
DL @—

Uwagi

1. Jezeli zdajacy podaje pierwiastki bez zwigzku z tréjmianem kwadratowym z zadania, to
oznacza, ze nie podjal realizacji 1. etapu rozwigzania i w konsekwencji otrzymuje
0 punktow za cale rozwigzanie.

2. Jesli zdajacy wyznacza ujemng delte trojmianu kwadratowego, to otrzymuje 0 punktéow

za cale rozwigzanie.

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu si¢ matematyki
1. Akceptujemy sytuacje, gdy zdajacy poprawnie obliczy lub poda pierwiastki tréjmianu

x=-2, x :% 1 zapisze, np. xe€ <—2, —%> , popehiajagc tym samym biad przy
przepisywaniu jednego z pierwiastkow, to za takie rozwigzanie otrzymuje 2 punkty.

2. Jesli zdajacy pomyli porzadek liczb na osi liczbowej, np. zapisze zbior rozwigzan

nier6wnosci w postaci x € <% — 2> , to przyznajemy 2 punkty.
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Zadanie 27. (0-2)

Rozwigz rownanie (x2 - 6) (3x+2)=0.

Przykladowe rozwigzanie
Lewa strona réwnania jest iloczynem dwoch czynnikow x* —6 oraz 3x+2. Zatem iloczyn ten
jest rowny 0, gdy co najmniej jeden z tych czynnikéw jest rowny 0, czyli

x*=6=0 lub 3x+2=0.

Rozwigzaniem rownania 3x+2 =0 jest x= —% .

Rozwigzania rownania x> —6=0 mozemy wyznaczy¢, korzystajac:

e 7 postaci iloczynowej trdjmianu x> -6 (wzoru skroconego mnozenia na réznice
kwadratow)

(x—x/g)(x+x/g)=0, stad x=+6 lub x=—/6

albo
e ze wzorow na pierwiastki trojmianu kwadratowego:
A=24,
. :0_2\%:—\%, . _0+2v6 _ 3
2 2

albo
e 7z wilasnosci wartosci bezwzglednej, przeksztatcajgc najpierw rownanie do postaci

réwnowaznej |x| =46, skad x = J6 Tub x=—6.

Zatem wszystkie rozwigzania rGwnania to: x = —% lub x=+/6 ,lub x = —J6.

Schemat punktowania

Z/dAJACY OLTZYINUJE .eceeeuverersurressanrcsssrecsssrecssssesssssesssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 1p.
gdy:
e zapisze dwa roOwnania: x>=6=0 lub 3x+2=0 (wystarczy, ze z rozwigzania wynika,

ze zdajacy wyznacza pierwiastki kazdego z wielomiandw: x> —6 oraz 3x+ 2)
albo

e zapisze rozwigzanie x =—
albo

e wyznaczy dwa pierwiastki wielomianu x* -6,

2

wro

i na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.
Z.daJACY OLTZYMUJE ..ccecuverecrssareesssssssosssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssass 2p.
gdy wyznaczy bezblednie wszystkie rozwigzania rOwnania: x = —% lub x=6, lub x=—6.

Uwagi
1. Jezeli zdajacy zapisuje zamiast znaku = znak # i zamieszcza zapisy typu: x> — 6 # 0 lub

3x +2#0, to oznacza, ze podejmuje probe wyznaczenia miejsc zerowych dwodch
wielomianow 1 otrzymuje przynajmniej 1 punkt.
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2. Jezeli zdajacy nie zapisuje warunku x*> — 6 = 0, ale pisze od razu btedna postaé iloczynowa
x?—6,np. (x —3)(x—2) =0, (x — 6)(x + 6) = 0, i nie wyznacza poprawnie miejsca zerowego
drugiego wielomianu, to otrzymuje 0 punktow.

Zadanie 28. (0-2)
Udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nier6wnos¢

4x+ 1 >4.

X

Przykladowe rozwiazanie
I spos6b rozwiazania
Dla dodatnich liczb x nieréwno$¢ 4x + % >4 jest rownowazna kolejno nierownos$ciom

4x* +1>4x,

4x* —4x+120,

(2x-1)" 20.

Ta nieréwno$¢ jest prawdziwa, gdyz lewa strona tej nieréwno$ci jest kwadratem liczby

rzeczywistej. To konczy dowadd.
II sposéb rozwigzania

Dla dodatnich liczb x nieréwno$¢ 4x + % >4 jest rtownowazna kolejno nieréwnosciom
4x—4+1>0,

1 2
(2vx-) 20
Ta nieré6wno$¢ jest prawdziwa, gdyz lewa strona tej nieréwno$ci jest kwadratem liczby

rzeczywistej. To konczy dowod.
I1I sposob rozwiazania

Dla dodatnich liczb x nieréwnos$¢ 4x + % >4 jest rownowazna kolejno nierownosciom
4x° +1>4x,
4x* —4x+120.
Poniewaz wyrdznik trojmianu kwadratowego 4x° —4x+1 jest rowny A= (—4)2 —4-1-4=0

i wspotczynnik przy x° jest dodatni, wigc nierdwno$é jest prawdziwa dla kazdej liczby
rzeczywistej x. To konczy dowod.

Uwaga

Mozemy tez naszkicowa¢ wykres tego trojmianu y = 4x> —4x+1.

Xo X
IV sposob rozwiazania
Z twierdzenia o $redniej arytmetycznej i geometrycznej dla liczb dodatnich 4x 1 % wynika, ze

prawdziwa jest nierownos¢
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4x + %
2
Stad otrzymujemy 4x +% > 4. To konczy dowod.

> 4x-%=2.

Schemat punktowania

Z/dAJACY OLTZYINUJE eceeeunerersunressanecsssrecsssrecssssesssssesssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 1p.
gdy:

e przeksztatci poprawnie nierdwnos$c¢ do postaci (2x— 1)2 =20
albo

2
e przeksztalci poprawnie nierownos$¢ do postaci (2\/_ —%) >0,

albo
e przeksztalci poprawnie nieréwno$¢ do postaci 4x*—4x+1>0 i obliczy wyréznik
trojmianu 4x> —4x+1: A=0
albo
e obliczy pochodna funkcji f(x)= 4x+% 1 wykaze, ze dla x =% funkcja f osiaga
minimum lokalne
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.
Z.dAJACY OLTZYINUJE .eceeeuverersurressarecsssrecsssrecssssesssssessssesssssesssssesssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssns 2 p.

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Uwaga
Jezeli zdajacy sprawdzi prawdziwos$¢ tezy tylko dla konkretnych przypadkow, to otrzymuje

0 punktow.
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Zadanie 29. (0-2)

Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktérym [«4CB|=90° i |«ABC|=60°. Niech D
oznacza punkt wspolny wysokos$ci poprowadzonej z wierzchotka C kata prostego
1 przeciwprostokatnej 4B tego trojkata. Wykaz, ze |AD| : |DB| =3:1.

Przykladowe rozwigzania

I spos6b rozwiazania
Sporzadzamy pomocniczy rysunek ilustrujacy tre$¢ zadania.

B

&0°
D

. 30°
C A
Poniewaz |<):ABC| =60°, wiec |BC|= %|AB| . Podobnie, poniewaz |<IDBC| =60°, wiec

|DB|= %|BC | . Otrzymujemy zatem cigg rownosci
08| 4|~ §(4]1) - .45,
Zatem |AD|= 3|4B)|. Stad wynika, ze |AD] : |DB|=3|4B| : 1| 4B|=3:1. To koaczy dowod.

Schemat punktowania I sposobu rozwiazania
Z.dAJACY OLTZYIMUJE ..uuvererrunrcssnrcssanecsssnssssssssssssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssassses 1p.
gdy zauwazy i zapisze, ze
1 ; 1
|BC|=%|4B| i |DB|=5|BC|
1 na tym poprzestanie lub dalej popeini btedy.

Z.dAJACY OLTZYIMUJE cuuvererrurressanressnecsssrncssssecssssessssnssssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 2 p.
gdy przeprowadzi pelne, poprawne rozumowanie.

II sposéb rozwigzania
Sporzadzamy pomocniczy rysunek ilustrujacy tre$¢ zadania.

B

60° D

. 30°
C A
Z trojkatow prostokatnych 4ADC 1 BDC otrzymujemy réwnosci
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lcD| . |CD|
tg30°=1— 1 tg60°=1——1,
|4D| |DB

czyli rownosci
|cD|= ?|AD| i |cD|=+3|DB|.

Poréwnujemy prawe strony obu rownan i zapisujemy rownanie

3
£ | A D| =
3
réwnowazne rownaniu
[4D] _
\DB| L
Otrzymana réwnos$¢ oznacza teze¢ twierdzenia.
Schemat punktowania II sposobu rozwiazania

Z/dAJACY OLTZYINUJE .eeeeeuerersnrcssanscsssresssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssns
gdy zauwazy 1 zapisze, ze

|cD|= ?|AD| i |cD|=+3|DB|
1 na tym poprzestanie lub dalej popeini btedy.

Z/dAJACY OLTZYINUJE .eceeuverersunressnecsssrecsssrecssssesssssessssssssssesssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssns
gdy przeprowadzi petne, poprawne rozumowanie.

11 sposob rozwiazania
Sporzadzamy pomocniczy rysunek ilustrujacy tres¢ zadania.

B

60° D

. 30°
C A
Niech |AC | =b. Wtedy w trojkacie ACD mamy:

(

cp|=2 i 4|
Ponadto, w trojkacie ABC:

|B |- bxf
|AD| b3 b3

DBl 2 " 6 =

Poniewaz |<):DBC| 60°, wiec |DB| ——. Zatem

To konczy dowod.
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Schemat punktowania III sposobu rozwiazania
Z.AAJACY OLTZYIMUJE couuveerieerrnreccsssnrecsssssssesssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssass 1p.
gdy zapisze dtugos¢ odcinkow AD 1 DB w zaleznosci od dtugosci odcinka AC, np. oznaczy

|AC| =b i zapisze dlugosci odcinkow AD i DB w zaleznosci od b :

bf bf

|4D|= i |DB|=

i na tym poprzestanie lub dalej popeini bk;dy.

Z.dAJACY OLTZYIMUJE cuuveeerrueressnnessrecsssrncssssecssssesssssesssssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 2 p.
gdy przeprowadzi pelne, poprawne rozumowanie.

IV sposob rozwigzania
Niech |BC | =a . Poniewaz trojkat ABC jest potowa trojkata rownobocznego, wigc |AC | = a\/g .
B

o)

60
D

. 30°
C a3 A

A
| C| a\/— \/_ wigc

Tréjkaty ADC 1 CDB sa podobne, a skala ich podobienstwa jest rowna —— |BC|

P 2
stosunek pol tych trojkatoéw jest kwadratem tej skali, czyli PAD < = (\/§ ) = 3. Te trojkaty maja

CDB
wspolng wysokos¢ CD, wigc stosunek ich pol jest rowny stosunkowi dtugosci ich podstaw,
P AD
czyli =< = u =3 co konczy dowod.
CDB | |

Schemat punktowania IV sposobu rozwigzania

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE ..uuvererruercssnrcssnecsssnssssanssssssssssasssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssasssssasssssassses 1p.
gdy zapisze, ze trojkaty ADC 1 CDB sa podobne, obliczy stosunek pdl tych trojkatow i zapisze,
ze CD jest wspdlna wysokoscia tych trojkatow 1 na tym poprzestanie lub dalej popeini btedy.

Z.AAJACY OLTZYIMUJE couuvverierrrnreccsssasrecsssssssesssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssans 2 p.
gdy przeprowadzi pelne, poprawne rozumowanie.

Uwagi
1. Jezeli zdajacy sprawdzi prawdziwo$¢ tezy tylko dla konkretnych przypadkow, to
otrzymuje 0 punktow. Uwaga ta nie dotyczy sytuacji, gdy zdajacy zapisuje stosowng
wlasnos$¢: podobienstwo trojkatow o katach 30°, 60°, 90°.
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2. Jezeli zdajacy ustali, ze dlugosci odcinkéw sg rowne: BD = x, BC = 2x, AB = 4x lub
BD =x, BC=2x,AD = 3x i nie towarzysza tym ustaleniom zapisy $wiadczace o blednym
rozumowaniu, to moze otrzymac 2 punkty.

3. Jezeli zdajacy przeprowadzi uzasadnienie, rozwazajac konkretne dtugosci odcinkéw
1 zapisze, ze ze wzgledu na podobienstwo figur teza jest prawdziwa dla dowolnych
dhugosci bokow, spetniajacych podane warunki, to moze otrzymac 2 punkty.

Zadanie 30. (0-2)
Ze zbioru liczb {1, 2,4, 5,10} losujemy dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem. Oblicz

prawdopodobienstwo zdarzenia 4 polegajacego na tym, ze iloraz pierwszej wylosowanej liczby
przez druga wylosowang liczbe jest liczba catkowita.

Przykladowe rozwigzania

I sposéb rozwiazania (,,metoda klasyczna”)

Zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie pary uporzadkowane (x,y) liczb ze zbioru
{1, 2,4,5, 10} . Jest to model klasyczny. Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna

|Q=5-5=25.
Zdarzeniu A sprzyjaja nastgpujace zdarzenia elementarne:
(L1),(2,1),(4.1),(5,1),(10,1),(2,2),(4,2),(10,2),(4,4),(5,5),(10,5),(10,10)

4] 12

Zatem |A|:l2 i stad P(A):@:E

=0,48.

II sposéb rozwigzania (,,metoda tabeli”)

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie pary uporzadkowane (x,y) liczb ze zbioru
{1, 2,4, 5,10}. Jest to model klasyczny. Budujemy tabele ilustrujgca sytuacje opisang

w zadaniu.

I losowanie

1 2 4 5 10
1 X X X X X
.“E’ 2 X X X
<
2| 4 x
2
= 5 X X
10 x
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Symbolem x oznaczono zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu 4. Mamy wigc 25,
wszystkich zdarzen elementarnych, czyli |Q|:25, oraz 12 zdarzen elementarnych

_l4_12

sprzyjajacych zdarzeniu 4, czyli |A| =12. Stad P(4) |Q| 55 =0,48.
Schemat punktowania I i II sposobu rozwiazania
Z.dAJACY OLTZYIMUJE cuuverersurressnressrecsssrncsssnncssssesssssesssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.

gdy
e obliczy liczbe wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych |Q| =25
albo

e przedstawi poprawny sposob wyznaczenia wszystkich elementéw zbioru 4 lub wypisze
wszystkie te zdarzenia elementarne:

(L1),(2,1),(4.1),(5,1),(10,1),(2,2),(4,2),(10,2),(4,4).(5,5),(10,5),(10,10)
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.
Z.dAJACY OLTZYIMUJE ..uuvererrunrcssnrcssanessssnesssssssssssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssasssssasssss 2p.

gdy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia 4: P(A4)= o= 25 0,48.

III sposéb rozwiazania (,,metoda drzewa”)

Drzewo z istotnymi gateziami

5 5
S 1/
osowanie 5 5 5
1 2 4 5 10
) 1
II losowanie —
1 L/ : 5
> 5005 /1 5 \s 5N )
5 5 5
1 1 2 1 2 4 1 5 1 2 5 10
P(A)=12-l-l=£=0,48.
55 25
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Schemat punktowania III sposobu rozwigzania

Z.daJACY OLTZYMUJE ..ccevuvereccscarressssssrosssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssass 1p.

gdy narysuje drzewo uwzgledniajagce wszystkie istotne galgzie 1 zapisze poprawne
prawdopodobienstwo przynajmniej przy jednej gatezi.

Z/dAJACY OLTZYINUJE .eceeeuerersunrcssarrcsssresssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssns 2p.
gdy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia 4: P(4)=12-
Uwagi

1. Jesli zdajacy rozwigze zadanie do konca i otrzyma P(A)>1, to otrzymuje za cale

rozwigzanie 0 punktow.

2. Jezeli zdajacy poprawnie obliczy prawdopodobienstwo w sytuacji rozwazania losowania bez

. . . .
zwracania i uzyska wynik 20 to moze otrzymac 1 punkt.

3. Jezeli zdajacy przy opisie elementéw zbioru 4 zmienia kolejnos$¢ liczb i pisze na przyktad
(1, 2) zamiast (2, 1), to moze otrzymac¢ 2 punkty.

Zadanie 31. (0-2)
Dany jest ciag arytmetyczny (a,), okreSlony dla n>1, w ktorym spetniona jest rownos¢

a,, +a,, +a,, +a,, =100. Oblicz sumg a,; +a,.

Przykladowe rozwigzanie
Poniewaz w zadaniu nalezy obliczy¢ sume¢ a, +a,,, wigc zapiszemy dang rOwnos¢

a,, +a,, +a,, +a,, =100 w postaci rownowaznej
Ay —4r+a,, —r+ay +r+a,,+4r =100,

gdzie r oznacza odpowiednio réznic¢ danego ciagu. Stad wynika, ze
a5 +a,, =50.

Schemat punktowania

Z/dAJACY OLTZYINUJE .eceeeverersnicssanrcsssresssssesssssessssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssns 1p.
gdy:
e zapisze rOwno$¢ a,, +a,, +a,, +a,, =100 w postaci rOwnowaznej
ays —4r+a,, —r+a,, +r+a,,+4r=100 lub 4a, +98r =100, lub 2a, +49r =50
1 na tym zakonczy lub dalej popetni biedy
albo
e zapisze, z€ a,; +a,, = a, +24r+a, +25r =2a, +49r

i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy,
albo
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e popetni btad rachunkowy w przeksztatcaniu réwnosci a,, +a,, +a,, +a,, =100 do

postaci rOwnowaznej 1 konsekwentnie do popetnionego btedu obliczy sume a,, +a,, .

Z.AAJACY OLTZYIMUJE cuuverersurressrrcssnecsssrncsssnncssssesssssesssssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 2 p.
gdy obliczy 1 zapisze, ze a,; +a,, =50.

Uwagi
1. Jezeli zdajacy =zapisze rownos$¢ a,, +a,,+a,, +a,, =100 w postaci réwnowaznej

4a, +98r =100, a nastgpnie wprowadzi konkretne wartosci liczbowe do réwnania z dwiema
niewiadomymi, np. » =1, i nawet poprawnie obliczy a,; + a, , to otrzymuje 1 punkt za takie

rozwigzanie.
2. Jezeli zdajacy myli wlasnos$ci ciggu arytmetycznego z wlasno$ciami ciggu geometrycznego,
to za cate zadanie otrzymuje 0 punktow.

3. Jezeli zdajacy rozwaza wylacznie konkretne ciagi i nie podaje stosownego uzasadnienia na
temat zastosowania tych rozwazan do sytuacji ogélnej, to otrzymuje 0 punktow.

4. Jezeli zdajacy zapisuje wylacznie a,s +a,, =50, to otrzymuje 0 punktow.

Zadanie 32. (0—4)
Funkcja kwadratowa f(x)= ax® +bx+c ma dwa miejsca zerowe x, =—2 i x, =6. Wykres

funkeji f przechodzi przez punkt 4 =(1,-5). Oblicz najmniejsza warto$¢ funkcji 1.

Przykladowe rozwigzania

I sposob rozwigzania
Poniewaz znamy miejsca zerowe funkcji kwadratowej, to mozemy zapisa¢ wzor funkcji f

w postaci iloczynowej f (x)=a(x—6)(x+2).
Wykres tej funkcji przechodzi przez punkt 4 = (1, -5), wigc otrzymujemy rownanie
-5=a(1-6)(1+2),

—5=-15a,
0zl
Funkcja okre$lona jest wzorem: £ (x) :%(x—6)(x+2).

Najmniejsza warto$¢ jest przyjmowana przez funkcje f dla argumentu x,, ktory jest srednia
arytmetyczng miejsc zerowych tej funkcji.
Wyznaczamy x, i najmniejszg warto$¢ funkcji f (x,)

5 =032=2, f(x)=/(2)=}(2-6)(2+2)=-12.
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IT sposob rozwiazania
Z tresci zadania wynika, ze mozemy zapisa¢ uktad trzech rownan:

a-(-2)* +b-(-2)+c=0
a-6>+b-6+c=0
a-1>+b-1+c=-5

Po rozwigzaniu uktadu rownan otrzymujemy a = 1 p= —% 1c=—4.

3 B
Stad wynika, Ze funkcja fokreslona jest wzorem: f (x) =

Obliczamy najmniejszg warto$¢ funkcji: f(2)= %
Uwaga
Po obliczeniu wspétczynnikow a, b i ¢ mozemy najmniejsza warto$¢ funkcji obliczy¢ ze

A

WZOru g =—7 - Wtedy otrzymujemy

AN 16
f.:_( 7t K B s W 1
min 4l A

3 3

Schemat punktowania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA ceeeererirsranesssanesssanessssnsssssssssssssssasssssasssssasssssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssasss 1p.
Zdajacy
e obliczy pierwsza wspotrzedna wierzchotka paraboli: p =2
albo
e zapisze wzor funkcji f'w postaci iloczynowej, z jednym nieznanym wspotczynnikiem:
f(x)=a(x-6)(x+2),
albo
e zapisze trzy réwnania, w ktorych niewiadomymi sg wspolczynniki a, b, ¢ trdjmianu
kwadratowego:

a-(=2)* +b-(=2)+c=0
a-6°+b-6+c=0

a-1?>+b-1+c=-5

1 na tym poprzestanie lub dalej popetia bledy.
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSLEP ..cccceervercrsrercssercsseresssessssssssssssssssssssssssssssassssens 2p.
Zdajacy

e zapisze wzor funkcji f w postaci iloczynowej, z jednym nieznanym wspotczynnikiem:

f(x)=a(x-6)(x+2) iobliczy wartos¢ a: a :%

albo

e obliczy wspolczynniki trdjmianu kwadratowego: a = % , b= —% 1c=-4

i na tym poprzestanie lub dalej popetnia btedy.
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Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania ........c.ececeiecnvercnceicssencssescsssnscsssnsssanssses 3p.
Zdajacy

e obliczy wspotczynniki trojmianu kwadratowego: a =

pierwsza wspotrzedna wierzchotka paraboli: p =2

albo
e obliczy wspotczynniki trojmianu kwadratowego: a = %, b= —% 1 ¢ =—4 oraz zapisze,
) o i, ... , A : 4\? 1
ze najmniejsza warto$¢ funkcji jest rtowna a0 oraz obliczy A = (—§) —4-3 (—4)
a
albo

e zapisze wzor funkcji f w postaci iloczynowej, z jednym nieznanym wspotczynnikiem:
f(x)=a(x-6)(x+2) iobliczy wartos¢ a: a :% oraz obliczy pierwszg wspoirzedng
wierzchotka paraboli: p =2

1 na tym poprzestanie lub dalej popetia btedy.

ROZWIQZanie PelNe ........civeiiiieiiineicnininisnnicisnnicssnncsssnnssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 4 p.

Zdajacy obliczy najmniejszg warto$¢ funkcji f: —% .

Uwagi

1. Jezeli zdajacy popelni btedy (rachunkowe, w przepisywaniu), ktére nie przekreslaja
poprawnosci rozumowania i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze otrzymac
co najwyzej 3 punkty za takie rozwigzanie.

2. Jezeli zdajacy przyjmuje konkretna warto$¢ a > 0, to moze otrzymac co najwyzej 1 punkt.

3. Jezeli zdajacy przy wyznaczaniu a popetnia btad rachunkowy i otrzymuje a > 0, to moze
otrzymac co najwyzej 3 punkty.

4. Jezeli zdajacy przy wyznaczaniu a popetnia btad rachunkowy i otrzymuje a < 0, to moze
otrzymac¢ co najwyzej 2 punkty.
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Zadanie 33. (0—4)
Punkt C=(0,0) jest wierzchotkiem trojkata prostokatnego 4BC, ktérego wierzchotek 4 lezy na

osi Ox, a wierzchotek B na osi Oy uktadu wspotrzednych. Prosta zawierajaca wysokos¢ tego
trojkata opuszczong z wierzchotka C przecina przeciwprostokatng AB w punkcie D =(3,4) .

-~
v

B

n D=(3,4)

Oblicz wspotrzedne wierzchotkow A i B tego trojkata oraz dtugos¢ przeciwprostokatnej AB.

Przykladowe rozwiazania

I sposob rozwiazania

Wspodtczynnik kierunkowy prostej CD jest rowny
_Yp=Yc_4-0_4

x,—x, 3-0 3

Prosta 4B jest prostopadia do prostej CD, wigc jej wspotczynnik kierunkowy jest rowny
__3

Ay ==7%-

Acp

Prosta ta przechodzi przez punkt D =(3,4), wiec jej rownanie ma posta¢
__3
y ——Z(x—3)+4 ,
y=—3x+2

Poniewaz prosta AB przecina 0§ Oy w punkt B, wigc B = (0,24—5) , hatomiast 0§ Ox w punkcie

A, wige A=(x,,0). Zatem

czyli 4=(22,0).

Dhugo$¢ przeciwprostokatnej 4B jest zatem rowna
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Schemat punktowania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMEA couuvererrnressnncssrncsssnecssssecssssssssssesssssesssssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsses 1p.

Zdajacy zapisze wspolczynnik kierunkowy prostej CD: a ., =%
1 na tym poprzestanie lub dalej popetnia btedy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSEEP ...cccceervvercsrricssarcsssnnesssnrsssersssssssssnsssssnsssssassses 2p.

Zdajacy zapisze rownanie prostej AB: y = —%(x -3)+4

1 na tym poprzestanie lub dalej popenia btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnoS$ci zadania ...........ceeeineivecnsensecsnnensnecsensenssecssesseeeees 3p.
Zdajacy obliczy wspotrzedne punktow 41 B: A= (% O), B= (O’T .

ROZWIQZanie PEINe .......ueioeeriiiiiiiviiinniiinniinnnicnsnncnsnicssnsicssssisssssessssesssssosssssssssssssssssssssssses 4 p.
Zdajacy obliczy dtugos¢ przeciwprostokatnej AB trojkata ABC: |AB| = 10%.

I1 sposéb rozwigzania
Niech 4=(x,,0) i B=(0,y,).Dlugo$¢ odcinka CD jest rowna

(CD|=/(3-0)’ +(4-0)’ =5.
Z twierdzenia dla trojkatéw ACD i BDC otrzymujemy
|4D|" +|cD[ =|4CT i|cD[ +|BD[ =
2 2 2 2 2 2
(V=) +(4-0F ) 5= (J3-07+ (40, +5° =02,
9—6x,+x, +16+25=x,719+16-8y,+y,  +25=y,°,
50=6x, i 50=8y,,

x, == =871y, =F=2=67.
—(25 cnp_(p 25
Zatem A= (T’O) 1 B= (O’T) .
Dhugos¢ przeciwprostokatnej 4B jest zatem rdwna

|AB|=\/(25 o) (o—ﬁ)2= 625 +625 = J625-
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Schemat punktowania II sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze
do peINego roZWIgZANIA.......ccovueiervveriiseicssrncssnricssrissssnessssnesssssssssnosssssossssssssssssssssssssssessssass 1p.

Zdajacy zapisze jedno z rownan: (\/(3—xA )2 +(4-0)" ) +5° =x.>,

2
(\/(3—0)2 +(4—y3)2) +5% =y, z niewiadoma odpowiednio x,, y,

i na tym poprzestanie lub dalej popetnia btedy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP .....cccccevveirverciuinssernsnrissennsnnessercsnsssssssssessssssnens 2 p.

Zdajacy zapisze oba rownania: (\/(3 - X, )2 +(4- O)2 +5 =x7,

2
(\/(3—0)2 +(4—y3)2) +5* =y,” z niewiadomg odpowiednio x,, y,

i na tym poprzestanie lub dalej popetnia btedy.

Zdajacy obliczy wspotrzedne punktow 4 1 B: 4= (%, 0) , B= (0,%) 1 na tym poprzestanie
lub dalej popetnia btedy.

RozZWigzanie pelne.........ucoeiiinveiiiiveninisrinssniinssnicssnicsssicsssssssssssssssessssnes 4 p.
Zdajacy obliczy dtugos¢ przeciwprostokatnej 4B trojkata ABC: |AB| = 10%.

Uwaga (do schematow punktowania I i I sposobu rozwiazania)

Jezeli zdajacy popelni bledy (rachunkowe, w przepisywaniu), ktére nie przekreslaja
poprawnosci rozumowania i1 konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze otrzymac co
najwyzej 3 punkty za takie rozwigzanie.
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Zadanie 34. (0-5)
Podstawg graniastostupa prostego ABCDEF jest trojkat prostokatny ABC, w ktorym

|<):ACB|=90° (zobacz rysunek). Stosunek dhugosci przyprostokatnej AC tego trdjkata do

dhugos$ci przyprostokatnej BC jest rowny 4 : 3. Punkt S jest srodkiem okregu opisanego na
trojkacie ABC, a dtugo$¢ odcinka SC jest rowna 5. Pole §ciany bocznej BEFC graniastostupa
jest rowne 48. Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
D '
.
, E

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|

,/,’\\C
-7

GAdRN

/
/// I’ N
-7 N
-~ / N
Prad / AN
\
Prad / N
-7 / AN
A = : “B

Przykladowe rozwigzanie
Odcinek CS jest promieniem okregu opisanego na trojkacie ABC. Zatem

|CS|=]4S|=|BS| =5,
skad otrzymujemy |AB| =10.
Poniewaz stosunek dtugosci przyprostokatnej AC do dtugosci przyprostokatnej BC jest rowny
4 : 3, wiec mozemy przyjac |AC| =4x oraz |BC| =3x, gdzie x oznacza wspotczynnik
proporcjonalnos$ci. Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy rownanie
10* = (4)()2 +(3)c)2 ,

100 =25x7,
x'=4,
x=2.

Zatem |AB| =8oraz |BC| =6. Pole trojkata ABC jest rowne P = % -8-6=24.
Pole $ciany bocznej BEFC jest rowne 48, wiec
|BC|-H =48, gdzie |BE| = H to wysoko$¢ graniastostupa.
6-H =48,
H=8.
Objgtos¢ graniastostupa jest rtowna V' =P -H =24-8=192.
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Schemat punktowania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do

PeINEZ0 FOZWIAZANIA .....ucciiveriirriiniiiininiinsnicssnicssssncssssssssssssssssesssssssssssesssssessssssssssssssssssssnes 1p.
Zdajacy
e obliczy dlugos¢ przeciwprostokatnej trojkata ABC: |AB| =10
albo
e zapisze zalezno$¢ mi¢dzy dlugosciami przyprostokatnych trojkata ABC, np.:
b 4

—=— lub (J4C|=4x i |BC|=3x)
a 3

1 na tym poprzestanie lub dalej popenia btedy.

Rozwigzanie, w KtOrym postep jest iSTOtNY .....cccevvereesercsssrrcssnicsssnncsssnesssssesssnessssnessssnssanes 2p.
Zdajacy zapisze
e rownanie pozwalajgce obliczy¢ dtugo$ci przyprostokatnych, np.: (3x)2 + (4x)2 =10
albo
e uktad rownan pozwalajacy obliczy¢ dtugosci przyprostokatnych, np.:
L B )
a 3
1 na tym poprzestanie lub dalej popetnia btedy.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........coeicecveecniseicsseicsseicssnnscssanssssanssssasssssanes 3p.
Zdajacy obliczy dlugosci bokéw trojkata ABC: |AB|=10, |AC|=8, |BC|=6 i na tym
poprzestanie lub dalej popetnia bledy.

Uwaga

Akceptujemy rozwigzanie, w ktorym zdajacy wykorzystuje trojke pitagorejska (6, 8, 10).
Rozwigzanie prawie Pelne .........ceiicvvriniviinivnniniseninssnncsssnncssssnsssssssssssssssssssssssssssssssssasssssns 4 p.
Zdajacy

e nie obliczy objetosci bryty, ale obliczy wysoko$¢ graniastostupa: H =8
albo
e obliczy objetos¢ graniastostupa, popetniajac w trakcie rozwigzania biedy rachunkowe.

Rozwigzanie pelne..........coeiiineiiisverinssnninssnninssnncssnncssseicssssissssnessssssnns Sp.
Zdajacy obliczy objetos¢ graniastostupa: V' =192.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy rozwaza w podstawie graniastostupa trojkat inny niz do trojkata o bokach
6, 8, 10, ale podobny do tego trojkata o bokach 6, 8, 10, to moze otrzymac co najwyzej
2 punkty.

2. Jezeli zdajacy rozktada liczbg 48 na iloczyn 8 - 6 1 przyjmuje, ze 6 jest dtugoscia BC,

a nastepnie wyznacza pole podstawy i objetos¢ bryty, to moze otrzymaé co najwyzej
3 punkty.

Strona 20 z 20




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




