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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

Klucz punktowania zadan zamknigtych

Nr
zad

24

25

Odp.

Z

asady oceniania zadan otwartych

Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki

zadania.

Zadanie 26. (0-2)

Rozwiaz nierownos¢ (x —

3)x>3(x=3)(x+3).

II. Wykorzystanie
1 interpretowanie
reprezentacji.

3. ROwnania i1 nierownos$ci. Zdajacy rozwigzuje nierdwnosci
kwadratowe z jedng niewiadoma (3.5).

Przykladowe rozwiazani
Rozwigzanie nieréwnosci

e
kwadratowej sktada si¢ z dwoch etapow.

Pierwszy etap polega na wyznaczeniu pierwiastkéw trojmianu kwadratowego.
Drugi etap polega na zapisaniu zbioru rozwigzan nieroOwnosci.

Realizacja pierwszego et
I sposob

apu

Zapisujemy nierdwnos$¢ w postaci rownowaznej —2x” +% >0.

Znajdujemy pierwiastki trojmianu kwadratowego —2x° +% . MozZemy to zrobi¢ na kilka

Sposobow:

e obliczamy wyr6znik tego trojmianu:

A=0"-4-(-2)-%
albo

=4 1istad xlzo_—fz% oraz xzzo_ifz—

2|~

e stosujemy wzory Viete’a:

1

XX, ==y oraz x; +x, =0, stad x, =—% oraz x, ==

albo
e zapisujemy postac

pierwiastki: x, =—

1

iloczynowa trgjmianu —2 (x —%) (x + %) , Z ktorej odczytujemy

1
2%

1
> -
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

Uwaga
Posta¢ iloczynowa mozemy tez otrzymac, zauwazajac, ze po obu stronach nierdwnosci

wystepuje ten sam czynnik (x — %) . Wtedy nieréwnos$¢ mozemy przeksztatci¢ rownowaznie

1 1
(x—j)[x—3(x+§)] >0,
1
(x=%)(-2x-1)>0.
IT sposob
Przeksztalcamy nierowno$é do postaci rownowaznej x° <1, a nastepnie korzystamy

z wlasno$ci wartosci bezwzglednej, otrzymujac |x|<%. Zaznaczamy na osi liczbowej te

1

liczby x, ktore sa oddalone od 0 o % DX = —% s Xy =5

Realizacja drugiego etapu

Schemat punktowania rozwigzania

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE ceuvererrrrresssarcssssnessssnosssssossssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssossssssssnssss 1p.
gdy:
e zrealizuje pierwszy etap rozwigzania, czyli obliczy lub poda pierwiastki tréjmianu

kwadratowego x, =—%, X, =% 1 na tym poprzestanie lub blednie zapisze zbior

rozwigzan nieroOwnosci.
Uwaga
Akceptujemy sytuacje, gdy zdajgcy jedynie zaznaczy oba pierwiastki na osi liczbowej,

np. __, / \ _, lub
-1 /; 0 ;\ B
albo

e realizujac pierwszy etap popelni btedy (ale otrzyma dwa rozne pierwiastki,
a wyznaczony wyroznik trgjmianu kwadratowego jest dodatni) i konsekwentnie do
tego rozwigze nierownos¢, np.

N | —-0
N =0
=y

o popetni btedy rachunkowy przy przeksztatcaniu nierownosci, przy obliczaniu
wyroznika lub pierwiastkow trojmianu kwadratowego i konsekwentnie do
popetionych bledow rozwiagze nierdwnos¢,

o blednie zapisze rownania wynikajace ze wzorow Viete’a, np.: x, +x, =2
1 konsekwentnie do popetnionego btedu rozwigze nier6wnos¢,

o btednie zapisze nierowno$¢, np. |x| >% 1 konsekwentnie do popelnionego
btedu rozwigze nier6wnos¢.

Z.daJACY OLTZYIMUJE ..cuvererrercsssercssnsssssnscssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssssssssasssssasssssasss 2p.
gdy:
1

e poda zbiér rozwigzan nierownosci: (—%,%) lub xe (—%,%), lub (x>-5 1 x<%)
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

albo
e sporzadzi ilustracje geometryczng (o$ liczbowa, wykres) 1 zapisze zbior rozwigzan
nieréwnos$ci w postaci: x > —%, X <%
albo
e poda zbidr rozwigzah nierdwno$ci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi

koncami przedziatow

| L 5
b4 hd [
1 1 x
2 2
Uwaga
Jezeli zdajacy poprawnie obliczy pierwiastki tréjmianu x, =—%, X, =% 1 zapisze, np.

X€E (—2, %), popetniajac tym samym btad przy przepisywaniu jednego z pierwiastkow, to za

takie rozwigzanie otrzymuje 2 punkty.

Zadanie 27. (0-2)

Kat o jest ostry i spelniona jest réwno$¢ s1n0(+cosa=7. Oblicz warto$¢ wyrazenia

(siner—cos 0{)2 )

6. Trygonometria. Zdajacy stosuje proste zalezno$ci migdzy

II. Wykorzystame funkcjami trygonometrycznymi: sin’a + cos’a = 1,
1 Interpretowanie :

reprezentacji. tga = Sme oraz sin(90° — a ) = cos a (6.4).

cosox

Przykladowe rozwiazanie
Poniewaz obie strony rownos$ci SIn & +cos o = > sg liczbami dodatnimi, wiec po
podniesieniu obu stron do kwadratu otrzymamy rownos$¢ rGwnowazng
. ) T
sin” o+ 2sin cos & +cos 0{—1 .
Stad 2sinacosa = 7 Z drugiej strony w zadaniu nalezy obliczy¢ warto$¢ wyrazenia

. 2_ ) . 2 _ .
(sinor—coser)” =sin’ @—2sinacos o +cos” o =1-2sinacos .

) . 2 3 1
Otrzymujemy zatem (sinax—cosax) =1 R
Schemat punktowania I sposobu rozwiazania
Z.dAaJACY OLTZYMUJE ..uuueerreerirnnrrcssssanrecssssssasssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 1p.

gdy
. 6 . o 3
® zaplsze, 7€ TOWNOSC SIN X +Ccosx = 7 _]eSt rownowazna rownosci 2 SINXCOS = Z

albo
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

e zapisze, Ze (sino—cos 0()2 =1-2sinacos o
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
Z.dAJACY OLTZYIMMUJE ..cuvereervrresssarcesnresssnossssscssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssessssssssssssssssssssssssssssses 2p.

. 1
gdy obliczy i zapisze, ze (sina—cos 0{)2 =7

Rozwiazanie (Il sposob)

. . 7 . 7 . .
Z podanej rdownos$ci SIN X+ cos o = Y wyznaczamy SN = - cos« i podstawiamy do
tozsamosci sin” & +cos” o =1. Otrzymujemy réwnanie

2
(g—cosaJ +cos’a=1,

czyli
7 2
i 7coso+2cos” a=1.
Rozwigzujemy zatem réwnanie kwadratowe
3
2cos’ a—ﬁcosa+z =0.
Wyrdznik trojmianu stojacego po lewej stronie rOwnania jest rowny

A=7—4-2-§=1.
4

J7-1

oraz cosac =———. Oba

Stad wynika, ze rownanie ma dwa rozwigzania cos & =

rozwigzania sg liczbami dodatnimi i mniejszymi od jednosci.

o +1 V7741 71

Jesli cosa = ,to sina=—-— = .
4 2 4 4

- N7 -1 ) NT NT-1 N7+1
Jesli cosar = 1 , to sma:T— 2 = 1

Zatem, w pierwszej sytuacji

ﬁ—l_ﬁﬂjzz[—_zjz:l

(sinar—cosar)’ =( -
4 4 4

1
A w sytuacji drugie;j

2
. 2 \/7 +1 \/7 -1 ( 2 jz 1
(sina—cosar) = - == =-.
4 4 4 4
Schemat punktowania II sposobu rozwigzania
Z.dAaJACY OLTZYMUJE ..uueverrierrrnnricssssarrecssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 1p.
gdy

. . 3
e rozwigze rownanie 2cos’ @ —+/7 cosa +Z =0:

J7-1

oraz coso =———-
4

Cosx =
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

albo
e rozwigze rbwnanie

J7+1 J7-1
4

) ) 3
2sm20(—\/751na+z=0 dla sina = oraz sinazT

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Z.daJACY OLTZYIMUJE ..cuvereereressrarcsssanssssnsssasssssssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnssss 2p.
. 1

gdy obliczy i zapisze, ze (sina—cos 0{)2 =

Rozwiazanie (II1 sposob)

Rysujemy tréjkat prostokatny, oznaczamy dtugosci jego bokdw oraz miare kata ostrego
(zobacz rysunek).

. o . . , ,r . . . . . 2 2 2 .
Zauwazamy najpierw, ze rOwno$¢ wynikajaca z twierdzenia Pitagorasa a” +b~ =c¢” mozna
zapisa¢ w postaci rOwnowaznej

2 2
a b
2o

2
C C

=1.

abxﬁ

: : : I . .
Podang w tresci zadania rdownos$¢ SIn & +cos o = > zapisujemy w postaci —+—= B
c c

1 podnosimy obie jej strony (s3 to liczby dodatnie) do potegi drugiej. Otrzymujemy réwnos¢
rOwnowazng

a’ ab b 7
—2+2'—'— 5 ==,
c cc ¢ 4
2 2
czyli, po uwzglednieniu rownosci — +— =1, rownos¢
¢ ¢
,.8b0_3
cc 4
. bY o b b b
Z drugiej strony (sma—cosa)zz(ﬁ——j =a—2—2~ﬁ-— —=1-2 2.2
c ¢ c cc c c
Zatem (sina—cosa)2=1—2 ab_ —ézl.
c 4 4
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

Schemat punktowania III sposobu rozwiazania
Z.dAaJACY OLTZYMUJE ..uueeerrierrrnnrrcssssarresssssssasssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 1p.
gdy

e skorzysta z definicji funkcji trygonometrycznych kata ostrego w trojkacie

abﬁ

prostokatnym i zapisze, ze rowno$¢ —+—= > jest rownowazna rownosci
c c
,ab_3
cc 4
albo
. . 2 ab
e zapisze, ze (sma—cosa) =1-2-——
cc
1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.
Z.dAaJACY OLTZYMUJE ..cuueerreersrnnricssssanrecssssssasssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 2 p.

. 1
gdy obliczy 1 zapisze, ze (sm o —Cos 0()2 = 1

Zadanie 28. (0-2)
Dwusieczna kata ostrego ABC przecina przyprostokatng AC trojkata prostokatnego 4BC
w punkcie D.

B

A D C

Udowodnij, ze jezeli |AD| = |BD

10 |ep]=+(D].

7. Planimetria. Zdajacy korzysta z wtasnosci funkcji
trygonometrycznych w tatwych obliczeniach geometrycznych
(7.4).

V. Rozumowanie
1 argumentacja.

Przykladowe rozwigzanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

Trojkat ACB jest prostokatny i odcinek BD zawiera si¢ w dwusiecznej kata ostrego ABC.
Stad wynika, ze [« CBD|=|«<DBA|=a . Z réwnoici |AD|=|BD| wynika, ze trojkat ADB jest
réwnoramienny, wiec [<DBA|=|«ADB|=0.

Suma katow ostrych w trojkacie prostokatnym jest réwna 90°, zatem 3o =90°, a stad
o =30°. Wynika stad, ze trojkat prostokatny CBD jest potowa trdjkata rownobocznego,

a z wlasnosci tego trojkata wynika, ze |CD| = % |BD , co nalezato wykazac.

Uwaga

. . . .. |eol 1 1
Mozemy tez zauwazy¢, ze —— =sina =sin30° =—, skad |CD| =—- |BD| .

|BD| 2 2

Schemat punktowania rozwiazania
Z.dAaJACY OLTZYIMUJE ..cuuverricrcrnricsssssnresssssssessssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.
gdy wywnioskuje, Ze |«<CBD|=|«DBA| oraz |«DBA|=|«DAB| i na tym poprzestanie lub
dalej popeinia btedy.
Z.daJACY OLTZYIMUJE ..uvereerercrsrnncssnrsssnssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssossssssssssssssasssssasssssasss 2p.

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Zadanie 29. (0-2)
Wykaz, ze prawdziwa jest nier6wnos¢

(1,5)" <6%.

V. Rozumowanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy wykorzystuje podstawowe
1 argumentacja. wlasnosci poteg (1.5).

Przykladowe rozwiazanie (I sposob)
Nierownos$¢ powyzszg zapisujemy w postaci rOwnowaznej

((1,5)“)25 <6%.

A to konczy dowdd.

Schemat punktowania I sposobu rozwiazania
Z.dAaJACY OLTZYMUJE ..uuueerreerirnnrrcssssanrecssssssasssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 1p.

25
gdy zapisze nierdwnos¢ w postaci rOwnowaznej ((1, 5)4) <6” ina tym poprzestanie
lub dalej popelni btedy.

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE ..uvereevrrresssarcssnresssrcsssssosssssossssessssssssssssssssssssssesssssesssssssssssssssssossnsssssnssss 2p.
gdy przeprowadzi pelne poprawne rozumowanie.
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

Rozwigzanie (II sposob)

100
o rr . P .y . . 25
Nier6wno$¢ powyzsza zapisujemy w postaci rOwnowaznej (Ej <6™.

100

25 25
Zatem W<2 37,

Poniewaz 2'" >0 i 3” >0, wiec po pomnozeniu obu stron powyzszej nierownosci przez
% otrzymujemy nierdwno$¢ rownowazng
375 < 2125 )

Mamy zatem

(3)” <(2°), cayli 277 <327,
To konczy dowdd, bo 27 <32.
Schemat punktowania II sposobu rozwiazania
Z.daJACY OLTZYIMUJE ..cuvereernressrarcsssarcsssrsssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnssss 1p.
gdy przeksztalci nierdwnos¢ (1,5)100 < 6% do postaci rownowaznej 3” <2 i na tym

zakonczy
lub dalej popelni btedy.

Z.daJACY OLTZYIMUJE ..uvereevrrresssaressnresssrosssssosssssossssesssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssossssssssnssss 2p.
gdy przeprowadzi pelne, poprawne rozumowanie.
Uwagi
1. Jezeli zdajacy wykonuje po prawej stronie nieréwnosci przeksztalcenia z
wykorzystaniem przyblizen, np.
100

6% ~(2,45)" =(1,57)",
to moze otrzyma¢ maksymalnie 1 punkt.
2. Zdajacy moze prébowac zapisa¢ prawg strong¢ nierdwnosci w postaci potegi o
wyktadniku rownym 100. Moze wtedy skorzysta¢ rownos$ci zawierajacych utamki
okresowe:

§=3°L(7) oraz 1(7)=3-1.3185).

Zadanie 30. (0-2)
Suma trzydziestu poczatkowych wyrazoéw ciggu arytmetycznego (an ) , okre§lonego dla n>1,

jest rowna 30. Ponadto a,, =30. Oblicz réznicg¢ tego ciagu.

III. Modelowanie 5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzOr na n-ty wyraz i na sume n
matematyczne. poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (5.3).

Przykladowe rozwigzanie

Zapisujemy wzor na sume 30 poczatkowych wyrazoéw ciagu (an ) z wykorzystaniem danych
w zadaniu
S = a,+a

n

-n, zatem
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

a,+30

30= 30

a,+30
5=

a,+30=2

a, =-28

Poniewaz a,, =30 mamy

30=aq,+29r stad

1

30=-28+29r
58 =29r
r=2

Roznica ciggu (an ) jest rowna 2.

Schemat punktowania rozwigzania

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE cererreersrrecssnrcssssressssncssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssnss 1 pkt
gdy obliczy wyraz pierwszy ciagu (an ) ra, =-28.

Z.dAJACY OLTZYIMUJE ceceevereerrrecssnresssnessssncssssncssssesssssssssssesssssesssssssssssssssssssssssesssssssssasssssssssses 2 pkt
gdy obliczy réznice ciggu (an ) cr=2.

Zadanie 31. (0-2)
Ze zbioru liczb {1, 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 13, 14, 15} losujemy bez zwracania dwa razy

po jednej liczbie. Wylosowane liczby tworzg pare (a, b) , gdzie a jest wynikiem pierwszego
losowania, b jest wynikiem drugiego losowania. Oblicz, ile jest wszystkich par (a,b) takich,

ze illoczyn a-b jest liczba parzysta.

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
II1. Modelowanie 1 kombinatoryka. Zdajacy oblicza prawdopodobienstwa
matematyczne. w prostych sytuacjach, stosujac klasyczng definicje
prawdopodobienstwa (10.3).

Przykladowe rozwigzanie (I sposob)

W zbiorze {1, 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 13, 14, 15} jest siedem liczb parzystych i osiem
nieparzystych.
Losujemy bez zwracania dwa razy po jednej liczbie. Z wylosowanych liczb tworzymy
pary. W wyniku losowania mozemy otrzymac:

e obie wylosowane liczby sa parzyste; takich par jest 7-6 =42,

e jedna z wylosowanych liczb jest parzysta, a druga nieparzysta; takich par jest

8-7+7-8=112,
e obie wylosowane liczby sa nieparzyste; takich par jest 7-8 =56.

Iloczyn dwoch liczb jest liczbg parzysta, gdy co najmniej jedna z nich jest parzysta. Zatem par
liczb (a,b), wylosowanych ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15}, ktérych

iloczyn jest liczbg parzystg jest 42 +112 =154.
10
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

Rozwigzanie (II sposob)

W zbiorze {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15} jest siedem liczb parzystych i osiem
nieparzystych. Losujemy bez zwracania dwa razy po jednej liczbie. Z wylosowanych liczb
tworzymy pary (a, b) . Szukamy tych par, ktérych iloczyn sktadnikow jest liczba parzysta.
Zatem:

e wybieramy te pary (a,b), w ktorych pierwsza z wylosowanych liczb jest parzysta,
a druga nieparzysta; takich par jest 7-8 =56,

e wybieramy te pary (a,b), w ktorych jedna wylosowana liczba jest parzysta,
adruga jest liczbg ze zbioru {I,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15}, r6zna
od pierwszej liczby z tej pary; takich par jest 7-7-2 =98.

Zatem par liczb (a, b), wylosowanych ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15},
ktorych iloczyn jest liczba parzysta jest 56 +98 =154.

Uwaga

Zbior wszystkich utworzonych par lub tylko par odpowiadajacych warunkom zadania
mozemy tez zapisa¢ w tabeli, gdzie symbol ©, uzyty w tabeli, oznacza parg liczb, ktorej
iloczyn jest liczba parzysta.

1234|567 8|9 |10|11]12(13|14]15
1 © © © © © © ©
21O © 000l ©|6|00 |0 |0
3 © © © © © © ©
4 1 ©©|0© © 0000|006
5 © © © © © © ©
61 ©©|©0|0 |0 ©©|l0©|0|0 0|06 |0
7 © © © © © © ©
8 1 ©|©0 |00 |0 |0 |0 © 00| 0|0 |6
9 © © © © © © ©
10 © © 0|00 0|0 |00 ©| 6|0 0|6
11 © © © © © © ©
2100000000000 ©|©0 |0
13 © © © © © © ©
41©©|000|olololoo|6|0 |0 ©
15 © © © © © © ©
Schemat punktowania
Zdajacy otrzymuje 1p.

gdy:
e wyznaczy liczb¢ par, w ktorych obie wylosowane liczby sg parzyste: 7-6 =42

11
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

albo
e zaznaczy w tabeli lub wypisze wszystkie pary utworzone z liczb parzystych i poda
ich ilo$¢: 42
albo
e wyznaczy liczbe par, w ktérych wylosowano liczbe parzysta i nieparzysta:
2.-7-8=112
albo
e zaznaczy w tabeli lub wypisze wszystkie pary, w ktérych jedna z liczb jest liczbg
parzysta, a druga nieparzysta, i poda ich ilos¢: 112
albo
e wyznaczy liczbg par, w ktorych wylosowano jako pierwsza liczbg parzysta, a jako
druga nieparzysta (albo pierwsza nieparzysta, a druga parzysta): 7-8 =56 (albo
8-7=56
albo
e wyznaczy liczbe par, w ktorych jedna wylosowana liczba jest parzysta, a druga jest
liczbg ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15}, rozng od pierwszej
liczby z tej pary; takich par jest 7-7-2=98.
Zdajacy otrzymuje 2 p.

gdy wyznaczy liczbe par, w ktorych iloczyn sktadnikow jest liczbg parzysta: 154.

Uwaga

Jezeli zdajacy wypisze lub zaznaczy w tabeli wszystkie pary liczb spetniajace warunki
zadania, ale pominie jeden z elementdw przy zliczaniu (na jakimkolwiek etapie
rozwigzania) i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to otrzymuje 1 punkt.

12
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Zadanie 32. (0—4)
Rami¢ trapezu rownoramiennego ABCD ma dlugos¢ /26 . Przekatne w tym trapezie sg
prostopadte, a punkt ich przecigcia dzieli je w stosunku 2 : 3. Oblicz pole tego trapezu.

G10. Figury ptaskie. Zdajacy stosuje twierdzenie Pitagorasa
II1. Modelowanie (G10.7).
matematyczne. 3. Rownania i nierdwnosci. Zdajacy rozwigzuje rOwnania

kwadratowe z jedna niewiadoma (3.4).

Przykladowe rozwiazanie (I sposob)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Przekatne w trapezie sa prostopadle i dzielg si¢ w stosunku 2 : 3, zatem pole trapezu to suma
dwoch trojkatow: o wysokosci 2x 1 podstawie 5x oraz o wysokosci 3x i podstawie 5x .
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, obliczamy dtugos¢ przekatnych trapezu.

(2x)’ +(3x)* =26

4x* +9x° =26

13x” =26

Stad x*> =2. Zatem x=+/2.

Przekatne maja dtugosc 572
Obliczamy pole trapezu

P:%-zﬁ-sﬁ%sﬁ-sf:%-5\/5-5\/5:25.

13
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Rozwiazanie (II sposdb)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

D C

Przekatne w trapezie sa prostopadte i dzielg si¢ w stosunku 2:3.
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, obliczamy dtugos¢ przekatnych trapezu.

(2x)’ +(3x)* =26

4x* +9x* =26

13x* =26

Stad x> =2. Zatem x=+/2.

Przekatne maja dtugosé 542
Wyznaczamy dtugosci podstaw 1 wysoko$¢ trapezu, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa.
Poniewaz

4B|=+2-Bv2) =36 =6, [cD|=+2-(N2) =16=4 i |EB|:M:2 oraz
|Bc|=\/(2«5)2 +(3v2) =26.

2
Zatem h = \/ (\/% )2 — (%j =5, wigc pole trapezu jest rowne P = % -5=25.

Schemat punktowania

Rozwiagzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZANEA ceeeureriesrerecssnrensssnesssnessssnesssssessssssssssesssssesssssssssssesssssesssssssssssessssssssssssssnsssssssssssssses 1p.
Zdajacy zapisze dtugosci przekatnych (lub ich odcinkéw) w zaleznosci od jednej zmiennej,
np.: Sx, lub odcinkow 2x i 3x.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ....cccveeerverecsnrcssunrcssnnisssssesssssessssesssssesssssssensecs 2p.
Zdajacy obliczy x: x = V2.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania .........ceeieeveeiiiverinisencnsnncssencssnncssnnscsssnssssnsene 3p.
Zdajacy

e zapisze pole trapezu jako funkcje¢ jednej zmiennej, np.: P = % 2x- 5x+%-3x -S5x

albo
e obliczy dtugos¢ przekatnych trapezu : 542 ,

14
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albo
e obliczy dlugosci podstaw oraz wysokos¢ trapezu: |AB| =6,

CD|=4, h=5.

RozZwiazanie pelne ........ueieviriiiiiininiiissnicnsnninssnninsencsseicssseccsssnessssnenes 4 p.

Zdajacy obliczy pole trapezu: P =25.

Zadanie 33. (0—4)
Punkty 4=(-2,-8) i B=(14,-8) sa wierzchotkami trojkata rownoramiennego ABC,
w ktorym |AB|:|AC|. Wysoko§¢ AD tego trojkata jest zawarta w prostej o rownaniu

y= %x —7 . Oblicz wspdtrzgdne wierzchotka C tego trojkata.

8. Geometria na ptaszczyZznie kartezjanskiej. Zdajacy wyznacza
rébwnanie prostej, ktéra jest rownolegta lub prostopadia do

IV. Uzycie 1 tworzenie | prostej danej w postaci kierunkowej 1 przechodzi przez dany
strategii. punkt (8.3).

Zdajacy oblicza wspotrzedne punktu przeciecia

dwoch prostych (8.4).

Przykladowe rozwiazanie (I sposob)
Niech C=(x,y). Poniewaz prosta AD jest wysokoscig trojkata ABC, wigc podstawa BC

jest zawarta w prostej prostopadtej do prostej AD . Prosta BC jest wiec okre$lona
roOwnaniem postaci
y=-2x+b.
Poniewaz punkt B lezy na prostej BC, wigc otrzymujemy rowno$¢é
—8=-28+b, skad wynika, ze b=20.
Proste AD i BC przecinajg si¢ w punkcie D, wigc wspotrzedne tego punktu sg
rozwigzaniem uktadu réwnan

y=-2x+20
1
=—x-7
Y7
o : : 54 8 : :
Rozwigzujemy ten uktad rownan i otrzymujemy D = ?’_E . Poniewaz punkt D jest

srodkiem odcinka BC, wiec jego wspotrzedne spetniajg rownania
x+14 54  y-8 8
=1 —=—— ,
2 5 2 5
gdzie x i y to wspotrzedne punktu C . Rozwigzujemy obydwa réwnania i otrzymujemy

(23)
5°5

odpowiedz

15
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Schemat punktowania I sposobu rozwiazania
Rozwiazanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do

calkowitego rozwiazania zadania 1p.

Zdajacy wyznaczy rownanie prostej, w ktorej zawarty jest podstawa BC tego trojkata
y==2x+20

1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP ...ccccveecsruricsseressseresssaressenesssesesssssssssssssssssssnsses 2 p.

Zdajacy zapisze uklad rownan pozwalajacy obliczy¢ wspotrzedne punktu D
y==2x+201iy =%x—7
1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania..........cccovveiiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinieinn 3p.

Zdajacy obliczy wspotrzedne punktu D

i na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Rozwigzanie pelne ......ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e aee 4 p.

Zdajacy obliczy wspotrzedne szukanego wierzchotka C tego trojkata
38 24
C=|—,—|.
5°5
Uwaga

Jesli zdajacy rozpatruje trojkat rownoramienny ABC , w ktérym |AC | = |BC | albo zaktada, ze

|<):BAC | =90°, to za cale rozwigzanie otrzymuje 0 punktéw.

Rozwigzanie (II sposob)
Zbudujemy uktad réwnan: okrag o srodku w punkcie 4 i promieniu |AB| oraz prosta BC.
Rozwigzaniem tego uktadu sg dwa punkty: dany punkt B oraz szukany punkt C . Poniewaz
promien |AB| tego okrggu jest rowny 16, wiec rownanie okregu jest nastepujace:

(x+2)" +(y+8)" =16,
Prosta AD jest wysokoscig trojkata ABC , zatem podstawa BC jest zawarta w proste;

prostopadtej do prostej AD . Prosta BC jest wigc okre$lona rOwnaniem postaci
y=-2x+b.

Poniewaz punkt B lezy na prostej BC , wigc otrzymujemy rowno$¢
—8=-28+b, skad wynika, ze b =20 .

Mamy zatem uklad rownan (x+ 2)2 + (y+8)2 =161 y=-2x+20.

Po podstawieniu wyrazenia y =—2x+20 do pierwszego rOwnania w miejsce zmiennej y
otrzymujemy rownanie kwadratowe z jedng niewiadoma

(x+2)" +(28-2x)" =16".
Wykonujemy wskazane dziatania i porzadkujemy to réwnanie do postaci:
5x* —108x+532=0.
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Wyréznik A tréjmianu 5x° —108x+532 jest dodatni i rowny 1024, zatem réwnanie ma dwa
rozwigzania:

108+ 32 108-32 76 38
X = =141x= = —=
10 10 10 5
Jesli x=14,to y=-28+20=-8 ito sa wspotrzedne danego punktu 5 .
Jesli x = % ,to y= —§+ 20= % i to sg wspotrzedne szukanego punktu C . Zatem

(23)
5°5

Schemat punktowania II sposobu rozwigzania
Rozwiazanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do

calkowitego rozwiazania zadania 1p.
Zdajacy:
e wyznaczy rownanie prostej, w ktorej zawarta jest podstawa BC trojkata ABC
y=-2x+20
albo
e zapisze rOwnanie (x+2)2 +( y+8)2 =16 okregu o $rodku w punkcie 4 i promieniu
48]
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny POStEP «.covvivieiiiniiiieiiiniiieiiiniesnecsrarcsnessnsoneasonns 2p.

Zdajacy zapisze uklad rownan (x+ 2)2 +(y+ 8)2 =16>i y=—2x+20

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.........ccooeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiennen, 3p.
Zdajacy zapisze roOwnanie kwadratowe

5x> —108x+532=0
i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Rozwigzanie pelne .......ccovuviiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiitetstntcsnssssssssnsssnsssnnns 4 p.
Zdajacy obliczy wspoétrzedne szukanego wierzchotka C tego trojkata
38 24
C=|—,—|.
5°5
Uwaga

Jesli zdajacy rozpatruje trojkat rownoramienny ABC, w ktdérym |AC| = |BC| albo zaktada, ze

|<):BAC | =90°, to za cale rozwigzanie otrzymuje 0 punktow.

17
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Zadanie 34. (0-5)
Podstawa graniastostupa prostego ABCDA’B’C’'D’ jest romb ABCD. Przekatna AC’ tego

graniastostupa ma dhugos$¢ 8 i jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 30°,
a przekagtna BD’ jest nachylona do tej plaszczyzny pod katem 45°. Oblicz pole powierzchni
catkowitej tego graniastostupa.

D/

A/

-
-
-
-
-

9. Stereometria. Zdajacy rozpoznaje w graniastostupach

1 ostrostupach kat migdzy odcinkami i ptaszczyznami (mi¢dzy
krawedziami i $cianami, przekatnymi i §cianami (9.2)

Zdajacy rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy
miedzy $cianami (9.4)

Zdajacy stosuje trygonometri¢ do obliczen dtugosci odcinkow,
miar katow, pdl powierzchni i objetosci (9.6).

IV. Uzycie 1 tworzenie
strategii.

Przykladowe rozwigzanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

D/

Trojkat prostokatny ACC’to potowa trojkata rownobocznego, wiec

|AC|=# oraz |CC' |AC

2

2

czyli

18



Wszystkie arkusze - MaturaPodKlucz.pl

Schemat oceniania
Poziom podstawowy

c=%=4\/§ oraz h=§=4.
2 2
Trojkat prostokatny BDD’ to potowa kwadratu, wiec |BD| = |DD' , czyli
d=h=4.

Przekatne rombu sg prostopadte 1 punkt ich przecigcia dzieli kazda z nich na potowy. Zatem
trojkat ABE jest prostokatny, a jego przyprostokatne maja dugosci

1 1 1 1
AE|=—c=—-4J3=24J3, |BE|=—d=—-4=2.
[4E 2772 V3=245, |BE] 2 2
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ABE otrzymujemy
|4B|" =|AE[ +|BE
a*=(243) +2°=16.

2
’

Stad a =4.
Pole podstawy graniastostupa jest réwne

PABCD:%cd=%-4x/§-4=8\/§.

Poniewaz a = h =4, wigc $ciana boczna jest kwadratem o polu 16.
Zatem pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa jest rowne

P =2P,,.,+P=2-8/3+4:16=163+64=16(\3+4).

Schemat punktowania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ZAAANIA ..cceiiiiineriiiiisnnicssssnricsssssniessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 1p.

Zdajacy
e obliczy dlugos¢ przekatnej AC podstawy graniastostupa: |AC| =43
albo
e obliczy wysoko$¢ graniastostupa: 4 =4
albo
e zapisze, ze |BD|=|DD’

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ..cccevverecrrerecsnrcssanncssnrisssssesssssessssessssnessssrosensecs 2p.
Zdajacy obliczy dlugos¢ przekatnej BD podstawy graniastostupa: |BD| =4,

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania..........coeieveeeneinininnsennsinssninsniesseisssssssssssnenans 3p.
Zdajacy obliczy pole podstawy graniastostupa: P,,., = 83

Rozwiazanie prawie pelne ........iciiiniiiiiiiiiniiiinsninsnnninnsninnsnininsnesssnesssnessssesssssesssees 4 p.

Zdajacy obliczy
e dhugos¢ krawedzi podstawy graniastostupa: a =4
albo
e pole powierzchni catkowitej graniastostupa, popetniajac btedy rachunkowe.

ROZWIgzZanie Pelne .........ocoeiiciveriissnrinssnrinssnninsnressnicssnnicssssssssssssssnessssnes 5 p.

Zdajacy obliczy pole powierzchni catkowitej graniastostupa: P, = 163/3 +64 .
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